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Renzo e Lucia giocano con i dadi con le seguenti regole: Renzo lancia due dadi e registra il punteg-
gio complessivo, cioè la somma dei punti dei due dadi; Lucia lancia invece un solo dado, e vincerà 
se il suo punteggio sarà uguale a quello di Renzo.
a) qual è la probabilità che Lucia vinca una partita con queste regole?
b) Qual è la probabilità che Lucia vinca una partita se, diversamente dal caso (a), le sono concessi
tre tentativi per uguagliare il risultato di Renzo?
Soluzione
a) Tra i punteggi che Renzo può realizzare, da 2 a 12, quelli che Lucia può uguagliare sono soltanto 
2, 3, 4, 5, 6.  La probabilità che Renzo realizzi uno di questi punteggi è
�
�� (� + � + � + � + �)
�
��
Se Renzo realizza uno dei punteggi tra 2 e 6, la probabilità che Lucia realizzi lo stesso punteggio di 
Renzo è 16 ; quindi la probabilità che Renzo e Lucia realizzino lo stesso punteggio è 
5
12 * 16 = 572 .
b) Come in (a), la probabilità che Renzo realizzi un punteggio che Lucia può uguagliare vale 512 .  Se 
ciò avviene, la probabilità che Lucia non uguagli tale punteggio in tre tentativi è  56 3; la probabilità 
che almeno una volta Lucia uguagli il punteggio di Renzo è allora
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Crudelia, matricola di Matematica assai poco studiosa, deve sostenere l’esame di Algebra 1, che 
consiste di scritto e orale.  La probabilità che Crudelia non superi lo scritto è 0.8, e in tal caso dovrà 
sostenerlo di nuovo; se Crudelia supererà lo scritto, non essendo in grado di superare l’orale, vi 
manderà una sua amica più brava che si spaccerà per lei; con probabilità 0.1 l’inganno verrà scop-
erto, Crudelia sarà espulsa dall’Università e non potrà più rientrarvi; se l’inganno non emergerà, 
l’esame sarà superato con probabilità 23 ; in caso contrario Crudelia dovrà nuovamente sostenere la 
prova scritta.
a) Descrivere il problema attraverso una catena di Markov con quattro stati: 1=espulsa; 2=candidata 
alla prova scritta; 3=candidata all’orale; 4=esame superato.  Scrivere la matrice di transizione, 
classificare gli stati (transitori, ricorrenti, assorbenti); dire se la catena è irriducibile e se è regolare.
b) Calcolare la probabilità, prima del sostenimento della prova scritta, ossia nello stato 2, che 
Crudelia prima o poi superi (disonestamente) l’esame.
Soluzione
a) Per prima cosa serve calcolare le probabilità di transizione a partire dallo stato 3: p3,1 = 0.1 è 
offerta dal testo; p3,4  (p3,2) si calcolano come probabilità di eventi congiunti: l’inganno non viene 
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scoperto e la prova orale viene superata (non viene superata):
p3,4 = 0.9* 23 = 0.6 ; p3,1 = 0.9* 13 = 0.3
La matrice di transizione è pertanto:
� = � � � �� ��� ��� ���� ��� � ���� � � � �
Gli stati 1 e 4 sono assorbenti (quindi ricorrenti); gli stati 2 e 3 sono transitori, in quanto ciascuno di 
essi comunica (per esempio) con 4, il quale non comunica con 2 né con 3.  La catena non è rego-
lare né irriducibile.
b) indicata con C la classe chiusa {4}, ciò che è richiesto è il valore diλ2 = P(∃ n ∈ℕ, Xn = 4 X0 = 2)
Chiamato anche λ3 = P(∃ n ∈ℕ, Xn = 4 X0 = 3)
e chiamato D = {2, 3} l’insieme degli stati transitori, si sa che (λ2, λ3) è soluzione del sistema lineareλi = pi,4 + Σ
xj∈D pi,j λj , i = 2, 3
cioè λ2 = 0.8 ·λ2 + 0.2 ·λ3 ; λ3 = 0.6 + 0.3 ·λ2
il quale dà: λ2 = λ3 = 67 .
Osservazione 1. Può apparire sorprendente che sia λ2 = λ3 perché si potrebbe pensare che la 
probabilità di superare l’esame sia maggiore se lo scritto è già stato superato; in realtà non è così 
perché il fallimento della prova scritta consente comunque di ripeterla, quindi la probabilità di pas-
sare prima o poi dallo stato 2 allo stato 3 è uguale a 1. 
Osservazione 2. La risposta alla domanda (b) si può ottenere anche con un ragionamento ele-
mentare, che non utilizza in modo esplicito le catene di Markov.  Detta x la probabilità di passare
prima o poi dallo stato 2 (scritto da sostenere) allo stato 4 (esame superato), tale probabilità x si può 
scomporre come suggerisce il seguente schema:
x = 45 x + 350 x + 650
dalla quale si ricava x = 67 .
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Giulio, di età 28, acquista da Sara, di età 90, la “nuda proprietà” dell’appartamento in cui Sara abita, 
del valore di 200.000€ (che qui supponiamo costante nel tempo); vale a dire che Giulio (o i suoi 
eredi) entrerà effettivamente in possesso dell’appartamento solo quando Sara morirà; per semplicità 
supponiamo che la presa di possesso avvenga al primo compleanno di Sara che ella non potrà 
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supponiamo  presa  possesso avvenga  primo compleanno  potrà
festeggiare.
a) Qual è la probabilità che Giulio entri (personalmente) in possesso dell’appartamento entro due 
anni?
b) Assumendo pari al 2% il tasso di mercato, calcolare il giusto prezzo che Giulio deve pagare a 
Sara per acquistare la “nuda proprietà”, ossia la speranza matematica del valore attuale dell’importo
di 200.000€ disponibili al primo compleanno di Sara nel quale ella non sarà più vivente (è sufficiente 
esprimere tale valore in funzione degli indici demografici e del tasso).
Soluzione
a) L’evento descritto si verifica se il decesso di Sara ha luogo entro due anni e Giulio è in vita al 
primo compleanno in cui Sara non c’è più.  Indichiamo con gli apici gli indici demografici relativi alle
femmine; allora la probabilità cercata è
d '90ℓ '90 * ℓ29ℓ28 + d '91ℓ '90 * ℓ30ℓ28
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b) Giulio (oppure i suoi eredi) entreranno in possesso dell’appartamento del valore di 200.000€ nel
giorno in cui Sara compirebbe 90 + x + 1 anni, ma è deceduta all’età di 90 + x anni; il valore attuale 
del bene acquisito è in tal caso uguale a 200 000* 1(1.02)x+1 .  La probabilità che la morte di Sara 
avvenga in età 90 + x è d '90+xl '90 , per ciascun x compreso tra 0 e ω - 90; perciò il valore della nuda 
proprietà nel momento in cui Giulio la acquista è
V = ∑x=0ω-90200 000* 1(1.02)x+1 * d '90+xl '90 .
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Elisa registra per 20 giorni il tempo che impiega per percorrere in bicicletta la strada dalla sua casa 
al Dipartimento di Matematica, e calcola media e varianza corretta per i valori osservati, rispettiva-
mente uguali a 12 minuti e 45 secondi, e 4 minuti2.
a) Supponendo che la variabile “tempo di percorrenza” sia distribuita normalmente, calcolare un 
intervallo di confidenza al 95% per la media μ, centrato nella media campionaria osservata, e un 
intervallo di confidenza al 95% della forma [0,b] per lo scarto quadratico medio σ.
b) Servendosi dei risultati di (a), stabilire un tempo entro il quale Elisa ha probabilità almeno 85% di 
raggiungere il Dipartimento in ciascun trasferimento (si noti che 0.953 ≈ 0.857).
Soluzione
a) I valori osservati della media campionaria (espressa in forma di numero decimale) e della vari-
anza campionaria corretta sono
� = ����� � �� = � � � = �� �
L’intervallo di confidenza per μ al livello del 95% (ossia 1-α con α=0.05) èx - s
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con t1- α
2
 quantile di livello 1 - α2 = 0.975 per la distribuzione di Student con 19 gradi di libertà.  Il 
risultato è il seguente:
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vale a dire che un intervallo di confidenza al 95% per μ, espresso in minuti e secondi, è: [11’ 49” , 
13’ 41”].
Un intervallo di confidenza al livello 1-α per σ2 è 0, (n-1) s2χα2 (n-1)  con n taglia del campione e χα2(n - 1) 
quantile di livello α per χ2 con n - 1 gradi di libertà.  Qui ci serve q = χ0.052 (19) che vale
� = ��������[���������������������[��]� ���]
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e quindi il secondo estremo dell'intervallo di confidenza per σ2 è
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che fornisce il secondo estremo b dell’intervallo di confidenza per lo scarto quadratico medio uguale 
a
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b) In (a) abbiamo stabilito che, con probabilità 0.95 è μ ≤ 13.686 e che, ancora con probabilità 0.95, 
è σ ≤ 2.741; con probabilità 0.952 valgono entrambe le disuguaglianze, tenendo presente l’indipen-
denza degli stimatori di media e varianza, in virtù del Teorema di Cochran.
Sia X la variabile normale “tempo di percorrenza”, che ha media μ e scarto quadratico medio σ; 
allora Z = X-μσ  ha distribuzione N(0, 1); dalle tavole di N(0, 1) si vede che
0.9495 = P(Z ≤ 1.64) = P(X ≤ μ +σ ·1.64)
Siano A, B gli eventi:
A)  μ ≤ 13.686 e σ ≤ 2.741
B)  X ≤ 13.686 + 2.741*1.64  (cioè  X ≤ 18.181)
Allora abbiamo
P(B) ≥P(A⋀B) = P(A)*P(B A) ≥ 0.952 *0.9495 ≈ 0.857
Perciò è superiore a 0.857 la probabilità che ciascun trasferimento di Elisa avvenga in un tempo 
inferiore a 18.181 minuti, cioè 18 minuti e 11 secondi.
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Anche Paolo si reca ogni giorno da casa (la stessa di Elisa, es.4) al Dipartimento di Matematica, 
percorrendo tuttavia una strada diversa, che lui sostiene essere più rapida.  Relativamente a 22 
rilevazioni del tempo impiegato, Paolo calcola un tempo medio di 12 minuti e una stima corretta 
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 tempo impiegato,  tempo
della varianza di 3 minuti2.
a) Stabilire con test unilaterale al livello 5% se si può ritenere che Paolo abbia ragione, cioè che sia 
da rifiutare l’ipotesi μE ≤ μP relativa ai tempi medi di percorrenza di Elisa e Paolo rispettivamente.
b) Calcolare (con la precisione consentita dalle opportune tavole disponibili) il livello di significatività 
del test.
Soluzione
� = ������ � = ����� �
a) Siano x = 12.75, y = 12.00 le medie campionarie per Elisa e Paolo; le rispettive stime delle vari-
anze sono sX2 = 4, sY2 = 3; le taglie dei campioni sono rispettivamente n = 20, m = 22.  La stima totale 
dello scarto quadratico medio è
���� = � ��� + �� - � ((�� - �) * � + (�� - �) * �) 
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La statistica-test per questo problema è
� = � - �
���� * ��� + ���
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Si sa che t ha distribuzione di Student con n + m - 2 = 40 gradi di libertà; un intervallo di rifiuto 
dell’ipotesi al livello 5% è D =] t0.95(40),+∞[ dove è:
�����(��) =��������[��������������������[��]� ����]
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Il valore calcolato della statistica-test non appartiene all’insieme di rifiuto; l’ipotesi non può essere 
rifiutata, vale a dire che i dati rilevati non consentono di affermare al livello del 5% che la strada 
percorsa da Paolo sia pià rapida di quella scelta da Elisa.
b) Il livello di significatività del test è il minimo α tale che, al livello α, i dati rilevati condurrebbero al 
rifiuto dell’ipotesi.  Nel caso attuale è quindiα = � - ���[��������������������[��]� �]
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cioè (quasi esattamente) 10%; ciò emerge anche dalla tavola dei quantili della distribuzione di 
Student, che mostra per il quantile t0.90(40) il valore 1.3031, molto vicino al valore sperimentale di 
t = 1.3022.
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500 persone di nazionalità italiana, francese o inglese vengono intervistate riguardo al fatto di 
praticare oppure no qualche disciplina sportiva amatoriale; le risposte sono raccolte nella seguente 
tabella:
�����[����������[��]]
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��� ��� ��������
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a) Stabilire se, al livello 1%, si può ritenere che l’attitudine o meno alla pratica sportiva sia indipen-
dente dalla nazionalità.
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b) La risposta cambierebbe se il livello del test fosse 5% anziché 1%?
Soluzione
La seguente matrice aggiunge ai dati del problema le distribuzioni marginali relative a "secondo" e 
"contorno": �������� ���������� ����������������
�������� �� �� ���
�������� ��� ��� ���
������� �� �� ���
������������� ��� ��� ���
Questa corrisponde alle seguenti frequenze relative (accoppiate e marginali)
�����[����������[���]]
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Invece la matrice con le frequenze relative accoppiate teoriche in caso di indipendenza, cioè i 
prodotti delle distribuzioni marginali è
�����[����������[���]]
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La statistica-test per l'indipendenza delle due variabili "nazionalità" e "pratica sportiva" è
� = � *
�=�
� 
�=�
� ���[[�]][[�]] - ���[[�]][[�]]�  ���[[�]][[�]]
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Se le due variabili considerate sono indipendenti, t ha aprossimativamente distribuzione χ2(2) (i 
gradi di libertà sono (3-1)⨯(2-1)).  Il quantile che limita inferiormente la regione di rifiuto del'ipotesi di 
indipendenza è
�� = ��������[���������������������[�]� ���]
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L'ipotesi non viene rifiutata.
b) Il quantile che limita inferiormente la regione di rifiuto del’ipotesi di indipendenza, al livello del 5%, 
è
�� = ��������[���������������������[�]� ���]
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Al livello 5% l’ipotesi viene rifiutata.
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